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Abstract. Effective arranging of numerical data and design of associated computational
algorithms are important for any area of mathematics for teaching, learning and research
purposes. Usage of various algorithms for the same area makes mathematics teaching goal-
oriented and diverse. Matrices and linear-algebraic ideas can be used to make algorithms
visual, two dimensional (2D) and easy to use. It may contribute to the planned educational
reforms by teaching school and university students deeper mathematical thinking. In this
article we give novel data arranging techniques (2D and 3D) for matrix multiplication. Our
2D method differs from the standard, formal approach by using block matrices. We find this
method a helpful alternative for introducing matrix multiplication. We also give a new
innovative 3D visualisation technique for matrix multiplication. In this method, matrices are
positioned on the faces of a rectangular cuboid. Computerized implementations of this
method may be considered as student project proposals.

Keywords: block matrix, data arranging, linear algebra, mathematics education, matrix
multiplication, rectangular cuboid, scalar product.

levads
Introduction

Apgtistot matematiku, 1paSi pamatjédzienus un pamatoperacijas, vélams
izkartot skaitlus un citus skaitliskus objektus ta, lai izkartoSanas veids
padzilinatu uztveri un macisanos, lai skaitloSana biitu izzinosa un &rta (Sondore,
Krastina, Daugulis, & Drelinga, 2016).
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Svarigi pieverst uzmanibu tam, vai stud€josSie prot pamatot algoritma solus.
Tas nozimé macisanos iedzilinoties, kas tagad ir aktualizéta Latvija, istenojot
izglitibas reformu (Skola2030, 2019; KM, 2018). Macisanas iedzilinoties paredz
ne tikai skolénu izpratni par vispargjiem principiem un pan€mieniem problému
risinasana, bet arT sp&ju atpazit, kad, ka un kap&c var izmantot apgiitas zinasanas
un prasmes attiecigaja joma (NRC, 2012).

Skaitlisko datu izkartojuma analize un maina attista spgju visparinat un
parnest iegilitas zinasanas un prasmes jaunas situacijas. Tas ir aktuali, jo OECD
PISA 18 rezultati liecina, Latvija joprojam ir relativi maz skolénu ar augstiem
sasniegumiem (8,5%), kas ir mazaks par OECD valstu vid&jo raditaju - 10,9%
(Kangro & Kiselova, 2019). Tapéc Latvijas matematiskas izglitibas sabiedribai
ir jauztur nepartraukts izglitibas uzlabosanas process, seviski uzmaniba japievers
darbam ar labiem un izciliem skoléniem visas satura jomas (Kangro & Kiselova,
2019). Parskatami algoritmi ir noderigi gan skoléniem, kuriem galvas rékini vai
citas mentalas operacijas sagada gritibas, gan kopuma sekmé augstakus macibu
rezultatus.

ST raksta mérkis ir paradit dazadas datu izkarto$anas iespéjas tada svariga
matematikas operacija ka matricu reizinasana, paradit iesp€jas veikt inovacijas
macibu procesa, dazadojot skaitlisko datu izkartoSanu.

Autori piedava divas inovativas matricu reizinaSanas metodes - matricu
stira metodi (Daugulis & Sondore, 2017) un paralelskaldna metodi, pie kuram
var nonakt, ja izmaina datu izkartoSanu uz izteikti divdimensionalu (2D) un
trisdimensionalu (3D) veidu.

Pétijjuma metodologija. Darba tika izmantota macibu un zinatniskas
literatliras analize un interpretacija, darbibas pétijuma metodes (Martinsone,
Pipere, & Kamerade, 2016) — inovativas metodikas izstrade un aprobacija,
studentu novérojumi nodarbibas, studentu darbu analize, parrunas ar kolégiem,
paSpieredzes analize. No 2014.gada Iidz 2019.gadam DU matematikas studiju
programmu kursa ,,Lineara algebra” tika integrétas jaunas metodiskas idejas un
veikti ar tam saistiti darbibas pétijumi, kuru rezultati ir dal&ji aprakstiti $aja
darba.

Raksta merkauditorija ir skolotaji un augstskolu docetaji.

Datu izkartoSanas veidi
Arrangements of data

Atkariba no skaitlisko objektu un modelu dabas, skaitliskie dati var tikt
izkartoti 1D, 2D, 3D vai grafu veida. Ve&sturiski pirmie simbolu un datu
izkartoSanas veidi ir bijusi 1D. Uz 1D izkartojumiem balstas dazadi skaitlu
pieraksti — gan pozicionalie, gan arT nepozicionalie. Izkartojot 1D veida, biezi ir
velams datus sakartot neaugosa, nedilstosa vai kada cita dabiska seciba. Art datu
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izkartoSanu pa apli var wuzskatit par 1D izkartojumu. Tiek lietotas
leksikografiskas secibas, kas lauj viennozimigi uzdot kopas un multikopas.

Matematikas talaka attistiba noveda pie 2D algoritmiem un ar to saistitam
datu izkartoSanas metodém. Cilvéki pierakstiem vienmer ir izmantojusi 2D
priekSmetus un materialus — priekSmetu virsmas, papira lapas u.c. Mehaniskajas
skaitloSanas ieric€s — skaitiklos (abacus) skaitamie kaulini tika ievietoti vairakos
paral€los taisnos stienos (Agarwal & Sen, 2014). Aritmétisko darbibu
algoritmos dati tiek izkartoti 2D veida. Veselo skaitlu teorija atlikumus fiksétam
modulim var izkartot pa apli (atlikumu apli) un, veicot aritm&tiskas operacijas,
izmantot dazadas 2D simetrijas.

Datu 2D izkartojumu daudzveidiba aritmétiskajas operacijas ir zinama jau
vairakus gadsimtus. Ka pieméru min€sim divus veselu skaitlu reizinasanas
algoritmus. Visparzinams un populars ir veselu skaitlu reizinasanas algoritms
"reizinaSana stabina" (angl. -long multiplication), bet Latvija mazak lieto
“matricas algoritmu” (angl. - lattice multiplication), kura aprékinu veiksanai 2D
struktiras tiek izmantotas tiesak, neka izpildot “reizinasanu stabina”. Matricas
algoritms ir public€ts jau arabu matematiku darbos 13.gs. beigas (Boag, 2007).
ST algoritma pozitiva iezime ir tada, ka starprezultati tiek neatkarigi atrasti ka
vairaku vienciparu skaitlu reizinajumi. ,Reizinasana stabina” ir kluvusi
populara, iesp€jams, tapec, ka datu izkartojums taja ir Iidzigs datu
izkartojumiem citu aritmétisko operaciju algoritmos. Autori uzskata, ka skolénus
velams iesaistit mekléjuma darbiba un iepazistinat ar vairakiem reizinasanas un
citu aritmétisko operaciju algoritmiem jau 3.-4.Klasg.

Piezim&sim, ka tabulas tiek izmantotas ari zinamaja polinomu reizinasanas
algoritma, kura tabulas ratinas tiek ierakstiti visi savstarp&jie termu reizinajumi.
Sis algoritms palidz tos nepazaudét un sakartot.

Arl lineara algebra balstas uz datu 2D izkartoSanu. Linearas algebras
pamatobjekts ir matrica. Matricas izkarto objektus, kas ir atkarigi no diviem
diskrétiem indeksiem, jo $§1 izkartojuma pamata ir divu kopu Dekarta
reizinajuma elementu identificéSana ar tabulas elementiem. Skolas matematikas
kursa sadas tabulas tiek plasi izmantotas dazadiem nolikiem — no reizrékinu
tabulas lidz objektu klasifikaciju tabulam, tabulas visu gadijumu izsmeloSai
parlasei, dazadu algoritmu vizualizacijai, piem&ram, kombinatorikas reizinajuma
likuma apguvei.

Ideja par datu izkartosanu 3D veida ir mazak populara, jo to realizet ir
tehniski gruti. 3D izkartoSana nozimétu datu izvietoSanu uz 3D objektu
(pieméram, daudzskaldnu) virsmas vai caurspidigos 3D priekSmetos. 3D
izkartoSana var biit vieglak realiz€jama virtuali uz datoriericu ekraniem. Datu
3D izkartoSana un skaitloSanas algoritmu interpretacija Sadiem izkartojumiem
var paradit dazas So algoritmu iezimes, kas ir grutak saskatamas, izmantojot 2D
izkartojumu.
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Skaitliskie dati var tikt izkartoti ar1 uz grafu virsotn€m un skautném. To var
darit tajas situacijas, kad ir japarada komplicétakas attiecibas starp
elementarajam datu vienibam, kas tiek iekodetas grafu virsotn€s un Skautnés.
Grafiska un 2D izkartoSanas ir saistitas ar grafu-matricu atbilstibu, skat.
(Daugulis, 1998), ko izmanto linearaja algebra. Grafus saka plaSi lietot tikai
18.gs., musdienas iepaziSanas ar grafiem notiek jau 1.klasg.

Dazadi netriviali skaitlu un geometrisku objektu izkartojumi plakng ir biezi
sastopama iezime nestandarta (matematikas konkursu) uzdevumu formulgéjumos
un risindjumos. Piem&ram, populari ir uzdevumi, kur japrot izveidot turniru
tabulas ka matricas un tad tas analiz&t, skat. A. Liepas Neklatienes matematikas
skolas majaslapu (http:/nms.lu.lv). Sp€ja izmantot piemérotas risinasanas
stratégijas ir svariga skolénu matematiskas kompetences iezime, skat. (Sondore,
Krastina, Daugulis, & Drelinga, 2017).

Matricu reizinasanas metode ar datu izkartoSanu bloku veida
A matrix multiplication algorithm with data arranged as blocks
of a bigger matrix

Matricu reizinasana ir linearas algebras pamatoperacija, skat. (Blyth &
Robertson, 2002). Ta tiek izmantota, lai aprékinatu linearu att€lojumu
kompoziciju un to darbibu uz linearo telpu elementiem. Matricu reizinasana tiek
izmantota arT citas matematikas apaksdisciplinas — analitiskaja geometrija, grafu
teorija u.c. Matricu reizinaSanu izmanto klasiska Eiklida algoritma apgiiSana.
Tadgjadi, matricu reizinagjuma labaka apguve uzlabos sp&jas pielietot
matematiku citas nozar€s un parnest zinasanas jaunas Situacijas.

Matricu reizinaSanas operacija ir sen standartiz€ta un joprojam tiek
izmantota bez izmainam augstskolu macibu gramatas (Andrilli & Hecker, 2003;
Curtis, 1984, Steiners & Silina, 1997), kur matricu reizinasana tiek definéta
formala veida — reizinajuma elementi tiek rékinati neatkarigi viens no otra ka
noteiktas summas. So tradiciondlo metodi var uzskatit par 1D metodi, jo taja
reizinataju un reizinajumu matricas netiek ieklautas viena aptverosa struktiira.

Autori izklasta matricu reizinaSanas metodi, kas ir uzskatamaka un sniedz
dzilaku linearas algebras izpratni — matricu stira metodi, skat. (Daugulis &
Sondore, 2017). So metodi var uzskatit par 2D metodi, jo reizinataji un
reizinajums tiek izkartoti ka lielakas matricas bloki. Matricu stira metodei ir
vairakas priekSrocibas, salidzinot ar tradicionalo. Bloku izméri lauj vizuali viegli
noteikt, vai reizinajums ir definéts. Ja reizinajums ir definéts, tad doto matricu
reizinajums ir kads no S§is lielakas matricas blokiem. Metode atvieglo
reizinajuma elementu aprékinasanu rindu, kolonnu vai bloku kartiba. Matricu
stira metode lauj apglit matricu un skalaro reizinajumu vienota veida. Divu
matricu reizinasana abas iesp&jamas secibas var tikt vizualiz€ta ar vienu attelu.
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Lidzigi att€li ir publicéti dazos avotos (Strazdins, 1980; Matrix-Matrix
Multiplication on the GPU with Nvidia CUDA, 2019), tacu lidz Sim publikacijas
atteli nav bijusi tiesi saistiti ar algoritmiem, macibu gramatas netiek izmantoti un
nav visparzinami.

Vispirms apskatisim specialgadijumu - rindas matricas un kolonnas
matricas reizinajumu. Rindas matricas R (izm@ri 1xn) reizinajums ar kolonnas
matricu C (izméri mx1) ir definéts tad un tikai tad, ja n=m. Tad So matricu
reizingjums RC péc tradicionalas definicijas ir Sada elementu reizinajumu
summa: RC=rici+ rCo+... rch. RC var uzskatit arm par divu vektoru RT
(transponéts R) un C skalaro reizinajumu.

Reizinagjumu RC var izkartot, ka paradits l.attela, skat ar1 (Blyth &
Robertson, 2002). Liektas punktlinijas parada, kadi elementi jasareizina.

------------ C1
ct S e Co
c 5 S e
R= r I M|, C= —>
Cn
Ch rh{rf|..| m|RC

1.attéls. Rindas matricas R un kolonnas matricas C izkartojums stiira metode
Figure 1 Row-column product RC in the matrix corner method

Ja dota mxn matrica A un sxr matrica B, tad, lai aprékinatu reizinajumu
AB, no sakuma tiek izveidota bloku matrica — matricu stiris, kas sastav no
4 blokiem. Bloku matrica satur A un B ka, attiecigi, apaksgjo kreiso un augsgjo
labo stiiri. Ja bloku matricas augsg€jais kreisais stiiris péc izmeriem nav kvadrats,
tad reizinajums P=AB nav definéts. Ja tas ir kvadrats, tad P ir definéts, un ta
izm@ri ir vienadi ar apaksgja laba bloka izmériem. Matricas P elementi tiks
ierakstiti apaks€ja labaja bloka. Matricu A un B stiris ir paradits 2.attéla.

B B

A AP

2.attels. Matricu stira konstrukcijas shema reizinajuma P=AB apreékinaSanai
Figure 2 Construction process of the matrix corner for the product P=AB
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Matricas P elements p;j; tiek aprékinats, sareizinot A-rindu un B-kolonnu,
kas iet caur So elementu, skat. 3.att€lu, punktlinijas norada, kadi elementi
jasareizina sava starpa.

Dit | -4 by | - | B

bm, by | . | bur
o al” pll |y | e | P
i | o | @n | P | o | By | | PO
ami| - [@mn|Pmi| o | Pmj| - | P

3.attéls. Reizindjuma AB elementu aprekinasana
Figure 3 Computation of elements of the matrix product AB

Ar matricu stiira metodi, izmantojot vienu att€lu, var aprékinat ar1 vairaku
matricu reizinajumu.

Reizinajumu Q=BA var definét Iidziga veida, tikai mainas 2.att€la augseja
kreisa un apakseja laba bloka lomas, skat. 4.attelu.

B Q| B

A A

4.attéls. Matricu stira konstrukcijas shema reizinajuma Q=BA aprekinasanai
Figure 4 Construction process of the matrix corner for the product Q=BA

Reizinajuma Q=BA elements g, (augsgja kreisaja bloka), ir vienads ar
B-rindas un A-kolonnas, kas iet caur So elementu, reizinajumu, skat. 5.att&lu.
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S.attéls. Matricu stiira metode reizindjumam BA
Figure 5 The matrix corner method for the product BA

Piemers. Aprekinat reizinajumu AB un BA, ja tie ir definéti. Matricas A un
B ir dotas 6.att€la.

0 |-2

6.attels. Piemera matricas
Figure 6 The matrices of the example

Izkartojam matricas A un B matricu sttira veida. Ar skaitliem neaizpilditas
bloku matricas ir kvadratiskas, tatad abi reizinajumi AB un BA ir definéti, skat.
7.attela kreisas puses matricu. Aprékinam matricu elementus ka atbilstoso rindu
un kolonnu reizinajumus, rezultatus rakstot attiecigajos blokos, skat. 7.attela
labas puses matricu.

1123 al1f1]2]|3
1024 11124

3 (-1 — 3114|465
2|4 246|410
0|-2 ol-2]2|-4]|-8

7.attels. Piemera matricu stiiris
Figure 7 The matrix corner for the example
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Atbildes ir paraditas 8.attéla.

41 4|5
11
AB=|-6|4]|10|, BA=
7|1
2 |-4]|-8

8.attéls. Pieméra atbildes
Figure 8 The answers for the example

Matricu stira metode var uzlabot linearas algebras izpratni. Matricu
reizinasana iekodgé linearu att€lojumu darbibu uz linearo telpu elementiem: ja A
ir linears att€lojums, kas darbojas uz vektoru X, tad vektors Ax atrodas tieSi zem
vektora X, ja tiek izmantota matricu stiira metode. Ja ir japéta A darbiba uz
vairakiem vektoriem, kas ir izkartoti ka matricas B kolonnas, tad vektoru un to
A-attelu atraianas viena liela matrica padara $o analizi uzskatamu. ST metode
lauj erti aprékinat tikai izvel€tus reizinajuma matricas blokus. Vel viena
lietderiga iezime ir ta, ka matricu stiira metode lauj vieglak noteikt, vai A un B ir
komutgjosas matricas, p&tot vienas matricas divus blokus. Par matricu stira
metodes negativu iezimi var uzskatit to, ka tai ir nepiecieSams vairak vietas
salidzinot ar klasisko metodi.

Autori izmanto matricu stiira metodi darba ar matematikas un IT studiju
programmu studentiem, ta ir vizuala un &rta studentiem, kuriem dominé vizuala
uztvere. ST metode tick macita kopa ar matricu reizinajuma definiciju ka ta
aprékinasanas praktisks algoritms. Raksta dotie att€li tiek izmantoti, lai
paskaidrotu matricu stiira metodes algoritmu. Darbibas pé&tijums apliecina, ka
matricu stiira metodi ieteicams izmantot linearas algebras ievadkursa.

Matricu reizinaSanas metode ar datu 3D izkartoSanu uz
paralélskaldna virsmas
A matrix multiplication method with 3D data arrangement
on a cuboid surface

Autori piedava ar1 matricu stiira metodes parnesi 3D forma, kura matricu
reizinataji tiek izkartoti uz paral€lskaldna virsmas — paral€lskaldna metodi.
Pienemsim, ka ir dotas matricas A un B, kuru reizinajums P=AB ir definéts.
Matricu A, B un P, ka tas izvietotas matricu stiira metod¢, augs¢jos Kreisos
stirus apzimesim ar punktiem. Salokam S0 matricu stiiri, ka paradits 9.attéla, lai
izveidojas paral€lskaldnis.
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A P A

O.attels. Matricu stira salociSana reizinajumam AB
Figure 9 The matrix corner folding for the product AB

Ieverosim, ka péc salociSanas A-rindas ir paralélas B-kolonnam. Matricu
reizinajuma P=AB elements pjj ir vienads ar tam atbilstoSo paralélo A un B
apakSmatricu (iekrasotas peléka krasa) reizinajumu, skat. 10.attelu.

“Z7,

i 1

%

AllY

10.attéls. Reizindjuma AB elementu aprekinaSana ar paralelskaldna metodi
Figure 10 The computation of AB-elements with the cuboid method

A1 reizinajumu BA var atrast, salokot atbilstoSo matricu stiiri.
Piemérs. leprieks€jas sadalas pieméra aprékinaSana ar paral€lskaldna
metodi ir paradita 11.attela.

11.attels. Pieméra matricu reizindjuma paralélskaldnis
Figure 11 The cuboid for the example
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Ka paralelskaldna metodes pozitivu iezimi, var atzim&t faktu, ka
reizindjuma matricas elementi ir paraléli izvietotu apak§matricu reizinajumi. S
metode nav &rta praktiskai lietoSanai, ta ir dota ka piemérs, kura ir inovativa 3D
datu izkartoSana. To var realiz€t ar datorprogrammu palidzibu, kas att€lo
paral€lskaldnus uz datorierices ekrana.

Diskusija
Discussion

Matematika, tapat ka citos macibu kursos skola un augstskola, ir
akcent€jama pieeja, ka vienu problému var atrisinat vairakos veidos, izmantojot
dazadus datu izkartojumus un algoritmus. Tas ir v€lams vairaku iemeslu del.
Dazadi risinaSanas veidi var bit lietderigi dazados specialgadijumos.
Matematika un citos macibu priekSmetos ir v€lami parskatami, vizualizeti
algoritmi, kas ir noderigi skoléniem, kuriem galvas rékini vai citas mentalas
operacijas sagada grutibas. Ir pastavigi jaseko pasaulé notiekoSajam izmainam
matematikas metodikas joma, metodiskas inovacijas ievieSsamas ar1 Latvija.

Autoru piedavatie datu izkartojumi un algoritmi matricu reizinaSanai var
tikt izmantoti linearas algebras studijas augstskola un vidusskola. Ir v€lamas
metodiskas izstrades $o algoritmu apguvei. Viens iesp&jamais metodisko
petljumu virziens ir saistits ar matricu stlira metodes ievieSanu linearo
attelojumu interpretacijai. lesp€ams organizét kopigus matematiku un
datorzinatnu studentu projektus, kuros biitu istenota paral€lskaldnu metode.

Aktuals biitu p€tijums par zinamo 2D algoritmu un ar tiem saistito datu
izkartojumu parveidoSanu 3D forma. Var izvirzit un risinat pétnieciskas un
pedagogiskas problémas par optimaliem datu izkarto$anas veidiem svarigos
algoritmos, kas biitu €rti un viegli apgiistami skoléniem un studentiem.
Ambicioza probléma biitu atrast veselo skaitlu pozicionalu pierakstu 2D forma.

Secinajumi
Conclusions

Svarigu matematisku operaciju rezultatu aprékinasanai ir iesp&jami dazadi
algoritmi, kas ir saistiti ar datu izkartoSanu 1D, 2D vai 3D veida. Autori piedava
praksé aprob&tus divus jaunus algoritmus svarigai matematiskai operacijai —
matricu reizinasanai. Sajos algoritmos tick izmantota skaitlisko datu izkartosana
2D un 3D veida. Daudzveidiba datu izkartoSana uzlabo matematikas izpratni
stud€joSiem, to apliecina matricu stiira metodes pielietoSana.

116



SOCIETY. INTEGRATION. EDUCATION
Proceedings of the International Scientific Conference. Volume 1, May 22" -23" 2020. 107-118

Symmary

Arranging of numerical data and design of associated computational algorithms is
important for teaching and learning of mathematics. Using various data arrangements and
algorithms for the same area makes the learning of mathematics deeper. Data may be arranged
in 1D, 2D, 3D or graph form. First ancient symbol and data arrangements including non-
positional and positional numerical systems were 1D. These days unordered and ordered
1D arrangements are still widely used in data storage, basic algorithms, combinatorics,
statistics etc. Development of mathematics led to the introduction of 2D data arrangements.
Examples of usage of 2D arrangements include arithmetic and linear-algebraic operations.
A synonym of 2D data arrangement is matrix. Data may also be arranged in 3D way although
this is difficult to implement. 2D arrangements can be interpreted as graphs via the matrix-
graph correspondence.

In this article we give novel data arranging techniques (2D and 3D) for matrix
multiplication. Our 2D method (the matrix corner method) differs from the standard, formal
approach by using block matrices. An expounding of this method was published earlier by
two authors of this article. We find this method a useful alternative for introducing matrix
multiplication. This method contributes to a deeper understanding of linear algebra. We also
give a new innovative visualisation technique for matrix multiplication in 3D. In this method,
matrices are positioned on the faces of a rectangular cuboid. This method may be a source of
ideas for interdisciplinary student projects. Computerized implementations of this method
may be considered as project proposals for mathematics and computer science students.
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