RTé 5 | 23. starptautiska studentu zindtniski praktiska konference
REZEKNES TEHNOLOGIJU AKADEMIJA Cilveks. Vide. Tehnologijas

NESTACIONARU SAKUMA VERTIBU PROBLEMU ANALITISKA UN
SKAITLISKA ATRISINAJUMA MATEMATISKA MODELESANA
DATORPROGRAMMAS MAPLE VIDE
MATHEMATICAL MODELLING OF THE ANALYTICAL AND NUMERICAL
SOLUTION OF NON-STATIONARY INITIAL-VALUE PROBLEMS BY MAPLE
SOFTWARE

Autori: Ilja SUCKOVS, e-pasts:ilja.suckovs@inbox.lv,
Aleksandrs PIKURS, e-pasts: gerntrash@inbox.Iv
Darba vaditajs: Mg.math., Dr.paed. Ilmars KANGRO,
Rézeknes Tehnologiju akadémija, Atbrivosanas aleja 115, Rézekne, Latvija

Abstract. With the passage of time and the development of technology, humanity is exploring
new unknown problems that require complex analytical and numerical mathematical solutions. Due to
their complexity differential equations are often used for this purpose. The aim of this work is to solve
mathematical models of initial value problems of ordinary differential equations using the analitical
method and numerical solution using MAPLE software. Also authors have provided general information
about differential equations and diferent ways how they can be solved. As a result have been created
two mathematical models which describe process of Determination of the cooling time of a shot animal
and decomposition of the radioactive substance. Similar methods are also used to determine the age of
objects as well.
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levads
ST darba mérkis ir sakuma vértibu problemu jeb Ko uzdevuma problémas izpéte un
uzdevumu analitiska atrisinaSana un skaitliska atrisinajuma matematiska modelesana
datorprogrammas Maple vide.
Darba mérkis:
e pilnveidot matematikas zinaSanas par diferencialvienadojuma sakuma vertibu
problému;
pilnveidot zinasanas par Maple datorprogramas operatoriem un to praktisko pielitojumu
uzdevumu risinasana.
Darba uzdevumi:
e izpétit nestacionaru diferencialvienadojumu sakuma vertibu problému;
e izpétit un raksturot lineara nehomogena diferencialvienadojumu ar konstantiem
koeficientiem partikularo atrisinajuma atraSanu;
e izpétit un raksturot datorprogrammas Maple operatoru lietojumu lineara nehomogéna
diferencialvienadojumu risinasana;
e veikt uzdevumu sakuma nosacijumu problémas matematisko modeléSanu Maple vide.

Materiali un metodes
Diferencialvienadojuma sakuma vertibu probléma
Lai pilnigi  viennozimigi raksturotu kadu fizikalu  procesu, Iidztekus
diferencialvienadojumam nepiecieSams definét sakuma nosacljumus jeb procesa stavokli

sakuma momenta. Uzdevumu

dx

E = f(t,X), x(to) = Xo

jeb diferencialvienadojumu kopa ar sakuma nosacijumu sauc par Kost jeb sakuma vertibu
problému.

N-tas kartas diferencialvienadojumiem par Kos$1 problému sauc uzdevumu
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d™x dx d*1x , n-1
W (t, X,E, ""W)’ X(to) = Xg, X (tO) = X1, ...,X( )(to) = Xn-1,

kas satur n-tas kartas diferencialvienadojumu un ta sakuma nosacijumus.

Katras Ko$1 problémas atrisinajumu sauc par diferencialvienadojuma partikularo
atrisinajumu, bet visu diferencialvienadojuma partikularo atrisinagjumu saimi sauc par §1
vienadojuma visparigo atrisinajumu. Robeznosacijumi Kos1 uzdevuma netiek uzdoti, jo tiek
apskatits vai nu bezgaligs mainiga definicijas apgabals, vai arT mazs laika intervals, kad
apgabala robezu ietekmi var neievérot.

Linearu homogeénu otras kartas diferencialvienadojumu atrisinajumu ipasibas

Otras kartas diferencialvienadojumu sauc par linearu diferencialvienadojumu, ja tas
nezinmo funkciju y’ un un tas atvasinajums y’ un y” satur lineari. Sada vienadojuma
normalforma ir y" + a,(x)y' + a,(x)y = f(x) , kur a;(x), a,(x) ir nepartrauktas funkcijas
vai arT skaitli. Ja f(x) #0, tad linearo diferencialvienadojumusauc par nehomogénu
vienadojumu. Ja f(x) =0, tad linearo diferencialvienadojumusauc par homogénu
vienadojumu. Tatad 2.kartas lineara homogeéna diferencialvienadojuma normalforma ir y" +
a;(x)y"' + a;(x)y = 0.

Jafunkcija y, ir lineara homogena diferencialvienadojuma (1) atrisinajums, tad ar jebkuru
konstanti C funkcija Cy, ari ir §1 vienadojuma atrisinajums. Ta ka y, ir atrisinajums, tad ir
speka identitate y" + a;y,' + a,y, =0

Ja funkcijas y; un y, ir lineara homoggéna diferencialvienadojuma atrisinajumi, tad ari
funkcija y; + y, ir §1 vinadojuma atrisinajums. No teorémas nosacijuma izriet, ka ir spéka
identitates y" + a1y, + a,y; =0, y," + a1y, +a,y, =0

Ja funkcijas y; un y, ir lineara homogéna diferencialvienadojuma atrisinajumi, tad ar
jebkuram konstantém funkcija C;y; + C,y, arl ir §i vienadojuma atrisinajums.

Ja kompleksa funkcija u(x) + iv(x) ir lineara homogéna diferencialvienadojuma
atrisinajums, tad $1 vienadojuma atrisinajumi ir ar1 funkcijas u(x) un v(x)

Ww"+au' +au) +i(v" +av' +av) =0

Ja funkcijas y; un 1y, ir lineari neatkarigas un apmierina linearu homogénu
diferencialvienadojumu, tad funkcija y = C;y; + C,y, ir §1 vienadojuma visparigais
atrisinajums.

Linearu homogeénu otras kartas diferencialvienadojumu ar Kkonstantiem
koeficientiem. Eilera metode

y'+a;(x)y' + ax(x)y = 0. 5

Diferencialvienadojuma koeficienti pie y' un y var bit arT skaitli. Sada
vienadojumanormalforma ir y" + py' + qy = 0 ;kur p un q ir constantes.

Visparigais atrisinajums iry = C;y; + C,y, ; y,uny, ir lineari neatkarigas funkcijas.
Lai noteiktu atrisinajumus y,un y, , ievérosim, ka vienadojumu apmierina eksponentfunkcija
y = e** jevitojot $o funkciju vienadojuma iegiistam k? + pk + g = 0, ko sauc par raksturigo

2

vienadojumu. Atkariba no kvadratvienadojuma diskriminanta D = p: —q ir iespgami 3

gadijumi.
1. gadijums D>0 Saja gadijuma ir divas dazadas realas saknes k; un k, , kur
visparigais atrisinjums ir y = C;ef1* + C,ek2*
2. gadijums D=0 Saja gadijuma ir divas vienadas realas saknes k; = k, , kur
visparigais atrisindjums ir y = e®¥1*(C; + C,x)
3. gadijums D<O0 Saja gadijuma saknes ir saistiti kompleksi skait]i
ki=a+piun k, =a—Li,kura = —g B=|q— % , kur visparigais atrisinajums ir y =

e**(C; cos Bx+C, sin Bx).
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Rezultati un to izvertéjums

Apskatam diferencialvinadojumu atrisinasanas praktiskos lietojumus.

1.uzdevums

Nosauta dzivnieka atdziSanas laika noteikSana.

Divi mezsargi atrada nacionalaja parka noSautas meza cikas kermeni. Péc kada laika
azisturot malu mednieku, bija svarigi noskaidrot noSauSanas laiku. To izdevas noteikt,
pamatojoties uz siltuma izstarosanas likuma: kermena atdziSanas atrums gaisa ir proporcionals
starpibai starp kermena un gaisa temperatiiram. Zinams, ka malu mednieka aizsturéSanas bridi
kermena temperatiira bija 31°C, bet péc 1 stundas 29°C.Pienemsim,ka nosausanas bridi meza
ciikas temperatiira ir 37°C, bet gaisa temperatiira ir : 1) konstanta un nemainiga visu dienu 21°C,
2) atkariga no laika péc nosausanas briza ta katra stunda krit pa 1°C, bet malu mednieka
aizturésanas bridi ta bija 21°C. Noskaidrot dzivnieka noSausanas laiku un kermena temperatiiras
atkaribu no laika.

No uzdevuma nosacijumiem sastadam vienadojumu; X(t)-temperatira atkariba no laika;
a(t)-gaisa temperatiira atkariba no laika

1) Uzdevums kur a = const = 21 p&c nosacijumadsx(¢) =-kI (x(¢) — a)-dt

2)Atdalam mainigos

v

x —21

3)Mainigie ir atdaliti, varam integrét

ax__ | ..
[ ar

In(x — 21|)=-kl -t + InCI
(x —21) :efkl»t
Cl

x(t)=Cl-e + 21

4)Atrisinam C1 péc nosacijuma x(0)=31

31=C1-¢7M0 421

CI=10

5)C1 ir atrisinats, atrisinam k1 p&c otra nosacijuma x(1)=29
29=10-¢ ¥ 4 21

kI =- 1n% =0.22314¢

=-kl -dt

~kil-t

6)k1 ir atrisinats, tagad var uzzinat, kad bija noSauta meza cuka, x(t)=37(dzivas mezas

ciikas temperatiira)
-0.223144-¢

37=10-e +21
16
]_
:7(%0) =-2.11
-0223144

t ir atrisinats - meza ciika nomira pirms 2.11 stundam vai 2 stundam un 7 miniitem pirms
meZsargi vinu atrada

2)

Xx=X(t)-mé&za ciikas temperattra atkariba no laika

a=a(t)-gaisa temperatiira atkariba no laika

1) 2. Uzdevums kura=a(t) =21 - t

df;_(lf) =~k (x(r) — a(1))
2)Atdalam mainigos
dx(1) =x'(¢)

dt

x'(t) =—k-(x(t) — 21+ 1¢)

x'(t) ==k-x(t) — k(=21 +1)

X0 + kx()=k-(21—¢) (2.1)

3)Atradam x homogeéno (xH) un x partikularo (xP) lai atrisinat funkciju x(t)
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XH — x homoggnais

x(¢) =xH (1) + xP(t) XP — x partikularais

3.1)Homogena vienadojuma (xH(t)) atrisinajums

x'(t) + k-x(1)=0

kX +r=0
r=-k
xH (t) = C-ekt

3.2)Partikulara vienadojuma (xP(t)) atrisinajums
) =k-(21=1)

f() =k (21— 1)-""

xXP(1) =£-0(1)-""

r=-k

0% -k=5=0

O(t)=d0 + di -t

xP(t)=£L-0(t) =1-(d0 + dI-t) =d0-di -1 (2.2)
4)levietojam (2.2) atrisinadjumu (2.1) vienadojuma
(d0 + dI-1)'+ k-(d0 + dI 1) =21k — k-1

dl +k-d0 + k-dl-t=21"k — k-t

5)Atrisinam d1 un d1 atrisindgjumu ievietojam otra vienadojuma lai atrisinat d0
k-dl-t=-k-t

dl =-1

dl + k-d0 =21k

-1+ k-d0 =21k

- 1
do=21+

6)Atrisinam x(t) péc sakuma nosacijumiem x(0)=31, x(1)=29, x(t)=37

x(1) =xH (1) + xP(1) (1) =C-e™¥ 4 do + dl -t
6.1)d0 un d1 vieta ievietojam to ko atradam punkta 5\
x()=C-eFt 421 + % — 1

6.2)Risinam C, no nosacijuma x(0)=31

©(0)=C-eF0 — 10421 + %
- 1

31=C+ 21+ -

1
C=10——
k

6.3)levietojam C atrisinajumu x(t) vienadojuma un risinam k, no nosacijuma x(1)=29
x(1) = (10— %)e_k'] — 11421+ %

(10 LY.k _ 1
29 [10 k)e 1+21+k

6.4)Ar datorprogrammu Maple risinam k
> k1 2=ﬁolve(29: [10— %]exp(—k)—l +21+ %)

0.210916251"
6.5)Atrisinam x(t) vienadojumu ar Maple palidzibu kur x(t)=37

> (10— L) exn( k) — o 1
6.7(10 k)exp(kt) t16+k
1 kit 1
[10*7)6 *t*l6+7
> t1 == unapply(subs(k =kl, c), 7)
t—5.258781668¢ 21091625191 _ 4 _ 1] 7587816
> fsolve (t1)

-2.44724107
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x(t)=37 ir atrisinats
t ir atrisinats - meza ciika nomira pirms 2.447 stundam vai 2 stundam un 27 mintitem pirm

mezsargl vinu . . (10 - %)exp(—k%) +21—t+ %
L) ke . L
[10 X ] e + 21—+ i

xt = unapply (subs (k =kl , xtk), t)

1—5.258781668 021091625191 4 95 74121833~ ¢

> plot(xt(t),t=-3..3)

2.attela ir redzams mé&za ciikas kermena temperatiira pec laika t.

3 |
36 |
34
32
30
2

26

2. attéls MéZza cuikas kermena temperatiira péc laika t

2.uzdevums

Radioaktivas vielas sadaliSanas

Radioaktiva viela, kuras sakuma dazudzums mo, sadalas (primara reakcija). Reakcijas
produkts arT sadalas (sekundara reakcija). Abu reakciju atrums proporcionals reagéjosas vielas
daudzumam. Atrast gala produkta daudzumu atkariba no laika.

No uzdevuma nosacijumiem sastadam vienadojumu ;m0 - vielas sakotngjais daudzums ;t
— laiks; x=x(t) - primaras reakcijas produkta daudzums péc laika t ;y=y(t) - sekundaras reakcijas
produkta daudzums péc laika t

dx(2) =kl -(m0 — x(1)) (1)
a1
% =k2-(x(t) = y(2)) X
Sakam risinat pirmo vienadojumu:
KO pr o (x(r) — mo)

d¢
1) Jaatdala mainigie
dx
x — m0

2)Mainigie ir atdaliti, varam integrét

dx
M | k-
Jx—mo J dt

In(lx — m0]) ==kl -¢ + In(|CI|)
x—=m0 _ ki
c ¢

x(t)=ClI ekt m()(].l)

3)No vienadojuma (1.1) un sakuma nosacijuma (x(0) = 0) izsakam C1
x(0) = Cl-e 0 4 mo

0=CI-1+4 m0

Cl=-mo

=kl -dt
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4)C1 atrisinajumu ievieto (1.1) vienadojuma

x(1) =—m0-e " + m0(12)
Sakam risinat otru vienadojumu

dyd—(tt) =k2-(x(1) — y(1))

1)x(t) vieta ievietojam (1.2) vienadojumu
(1) =k2- ( —m0-e M+ mo —y(z))

dt
2)Atveram iekavas un atdalam mainigo
y'(t) + k2 -y(t) =-k2 m0-e F 4 k2 m0(21) dy (1) —(0)

at
3)Atradam y homogéno (yH) un y partikularo (yP) lai atrisinat funkciju y(t)
y(¢) =yH + yPYH — y homogenais

yP —y partikularais

Homogeéna vienadojuma risinajums

y'(¢) +k2-y(t) =0

k+k2=0= k=-k2

yH=C2-¢ *1

Partikulara vienadojuma risinajums

f1(¢) =k2 -m0-&""

yPI=4-""=4

2(t) =k2 m0-e K1

yP2 —B-e K

yP=yPl + yP2=A + B-¢ (2.2)

3)levietojam (2.2) vienadojumu vienadojuma (2.1)

(A+Be ™) k2 (A+Be ™) =-k2-mo-e™™' + k2-mo

Risinam vienadojumu, mekl&jam B un A atrisinajumus

~kI-B-e M 4 k2 A+ k2B M =—k2-m0-eM "+ k2-m0

e (kI B+ k2-B) ==k2 -m0-e !

B-(-kl + k2)=-k2-m0

___—k2mo ___k2-m0 - B atrisinajam
—kl + k2 —kl + k2
k2-A=k2-m0

A=m0- A atrisingjam

4)Ilevietojam A un B atrisinajumiis vienadojuma (2.2)
k2 -m0 -kl

kI + k2

5)Atrisinam y(t) no sakuma nosacijuma (y(0) = 0)

yP=A4+ B-e M =mo-

-k2-t __k2m0 k14
T ke
k20 __k2-m0 k1o
+ m0 “h + 2 e
_ k2-m0
0=C2-1+ m0 i+ k2 1

_ k2-m0 _ _ _kI-m0
C2=mm0t e~ Tkl + k2
k1 -m0 —k2-t k2 -m0 —kl-1
o —k ¢ v o e
Uzdevums ir izpildits, x(t) un y(t) ir atrasti
x=x(1) =—m0-e ¥ 4+ mo
kI -m0

_ _ k2t __k2-m0 ki
vy =T 0 T

l.uzdevuma skaitliskais atrisinajums ar Maple, izvéloties parametrus: m0=10, k1=0.02,
k2=0.01

> yestart :m0 = 10: kIl = 0.02:k2 = 0.01:

y(t)=yH + yP=C2-e

y(0)=C2-¢

y(t) =
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vdj == diff (x(1), 1) =kl -(m0 — x(2)), diff (y(¢), ) = k2 - (x(¢)
— (1))

%x(l) =020 — 0.02x(), %y(r) =0.01x(t) — 0.01 y(1)
p = dsolve ({vdj,x(0) =0,y(0) =0});

N e 1
x(t)=10—10e l,y(l) —104 10e B —20e 100 l}

xI = unapply (rhs(p[1]), t); y1 = unapply (rhs(p[2]), t);
1
-
t—10—10e
1 1
1, 1
1510+ 10e 0 — 20 100

plot([x1(¢),y1(t)],t=0..100);
1.attela ir redzams primaras un sekundaras reakcijas produkta daudzums péc laika t.

1. att€ls. Primaras un sekundaras reakcijas produkta daudzums atkariba no laika
X(t)-sarkana linija, y(t)-zala linija

Secinajumi

1. Balstotes uz literatiiru, tika atrasti apliikoto praktisko lietojumu uzdevumu analitiskie

N

P w

atrisinagjumi vispariga veida atkariba no parametru veértibam. Tas lauj atrast dotas
problémas atrisinajumu pie konkrétam parametru vértibam, ir iesp&ja salidzinat dazadus
atrisinajumus.

Izmantojot Maple, tika atrasti skaitliskie atrisinajumi pie konkrétam parametru veértibam.
Datorprogramma Maple lauj risinat diferencialvienadojumu sakuma veértibu problémas
gan analitiska (formulu veida), gan skaitliska veida.
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