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FIZIKALU PROCESU SKAITLISKA MODELESANA
PLANOS SLANOS

H.KALIS, LKANGRO*
Zellu 8, Riga, Latvija,
* Atbrivosanas aleja 76, Rézekne, Latvija, LV - 4600

ApakSzemes slapainas sistémas fizikilie parametri vertikdla virziend ir konstanti
lielumi, kuru vértibas mainas planos slanos ar lecieniem. Nemot véra sistémas kartaino
struktiiru, aprékinot fizikalos lielumus (temperatiiru, koncentraciju slanos), lieto dazada
tipa viduvéSanas [3] vai rezga metodes, izvéloties katra slani vismaz vienu reZga liniju
[1,2]. Lidz ar to iesp&jams samazinat risinamas problémas dimensitati: paraboliska vai
eliptiska tipa parciala diferencialvienadojuma vietd var risinat 1. un 2. kartas parasto
diferencalvienadojumu sistému. $is metodes ir tai¥pu metodes pamata. Svarigi ir péc
iespgjas samazinat parasto diferencialvienddojumu skaitu nepiecieS§amas precizitates
sasniegSanai.

Viduvé$anas rezultata katra slani rodas viens diferencidlvienadojums, bet rezga
metodg, lietojot integréSanu un interpoldciju vai galigo tilpumu elementus, vismaz viens
diferencialvienadojums (1.veida robeZnosacfjumu gadijuma) vai 3 vienadojumi (3.veida
robeZnosacijumu  gadijuma). Izrdddas, ka ar rezga metodi var iegit 2
diferencidlvienadojumu sist&mu, kuri jaintegré pa dazadu vidu saskares linijam, pie tam
precizitate ir augstaka nekd vienkarSai viduvéSanas metodei. Konstantu koeficientu
gadijuma ir iesp&jams iegit analitiskos atrisinajumus formulu veida.

1.Problemas formuléjums

BieZi vien fizikalie lielumi jaaprékina tikai uz pétama objekta virsmas. Tapat,
zavéjot dazadus materidlus, kuru biezums nav liels, pg&tot fizikalus procesus
(temperatiiru, koncentraciju), rodas nepiecieSamiba risinat paraboliska vai eliptiska tipa
parcidlos diferencialviendadojumus planos slagos, piemé&ram, z koordinates virziena. M&s
piepemsim, ka $ajos procesos siltuma izstaroSana nenotiek, bet siltuma apmainu ar
apkart&jo vidi raksturo 3. veida robeznosacijums forma

~ MBT /on)=a(T - T,), (1)
kur A,a,T, ir siltuma vadiSanas, apmaipas koeficienti un ar&jas vides temperatiira,

n —robeZvirsmas ar&jas normales vektors. Ja vide nav homogéna, tad uz dazadu vidu
saskares Iinijam ir sp&ka nepartrauktibas nosacijumi

[r]=]AleT /8m)|=0, (2)
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kur [f] ir funkcijas f l&ciens.

Apskatam parcialo diferencialvienadojumu forma

(20T | 6z)/ b6z —v,8T 1 6z = G(2),
3
viena slani O0<z</, kur labas puses funkcija G(z) var satwét ari parcidlos
atvasindjumus, pieméram, pc,07/0t— F(t,z) - nestacionaras siltumvadiSanas procesa
gadijuma, t-laiks (jabiit sakuma nosacfjumam 7'(0) = Ty(2)), — a(,w:r / ax)/ ox— F(x,z)-
stacionara siltumvadiSanas 2-dimensiju procesd ((x,z)-telpas koordinates)(jabut
robeZnosacijumiem x-ass virziend, ja slanis nav bezgaligi gar§), F - attiecigie siltuma
avoti.
RobeZnosacijumi (1) viena slapa gadijuma ir forma

2MOT 182) =y (T,, -T), (z=1) (4)
MoT/6z)=a,(T-T,) (z=0), )
kar o, wn T,,T, ir attiecigie siltuma apmainas koeficienti un argjas vides

temperatiras.
2. ReZga metode( v, = 0, bez konvektiva locekla).

Lai sastaditu diferenéu rezga vienadojumu punkta z =0, lietojot galigo tilpumu
elementu metodi[2], integré vienddojumu (3) pa z robeZds no z=0 lidz z=1/2.
Iegiistam integralo saglabasanas likumu segmenta [0,//2] forma

112

Wos =Wy = [G(2)dz, (6)

kur  W(z)=A8T/oz ir plismas funkcija, W,=W(0), W,;=W(l/2). Apzimgjot

temperatiru ar 7(z), T, =7(0), T, =T(l), integr&jot (3) robezds no z=1[/2 lidz

z €(0,0), izdalot iegiito izteiksmi ar A un integr&ottono z=0 lidz z =/, ieglst
L-T, =1L Wy5+B,

kur B =A" ]dz ]G(g)dg.

0 /2
Tapéc Wos = (A/IXT, - T) - (A/1)B,, )
No (5), (6) iegiistam 2-punktu §ablona diferentu vienadojumus punktd z =0 forma
(A/IXT, ~T) - ey (T, = T,) = R, ®
1/2 {
kur R =(/1)B + j G(z)dz=1"" [(I - 2)G(2)dz .
0 0

Seit divkarsa integral tiek mainita integracijas kartiba. Analogi ki ieprieks, integréjot
(3)no z=1/2 lidz z =1, ieglistam integralo saglabasanas likumu segmenta [//2,/]:

)
W ~Wys = [G)dz, W, =W(0). ©)

112
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Tad integr&jot (3) no z=1/2 lidz ze(0,/), izdalot ar A, integréjot no z=0 lidz
z =1, ieglistam (7) un no (4), (9) seko 2- punktu $ablona diferendu vienddojumi punkta
z=1[:

(T, ~T,) —(A/IXT, ~T) = R,, (10)

! !
kur R, =~(1/D)B,+ [G(z)dz =1 [2G(z)dz .

172 0
Ja funkcija G(z) biitu zinama, tad diferendu vienadojumi (8), (10) bitu precizi un no
tiem viegli iegiit nezinamas vértibas 7, 7, forma

T = i.[zjﬂ(i}al + 0«’10‘2) + —?—%Taz _%(Rl +R,)- ale}

T, =—l“[“/}‘alTa1 + 7;2(‘/}“2 "‘al“z) _%—(Rl + Rz)—ale]’

A= %(afl +a2)+ a0, # 0.

Integralu R, R, aproksimacijai formulas (8), (10) lietosim kvadrattiru formulas ar
svariem ([ -z),z, kuras iegiist ar nenoteikto koeficientu metodi 2 fiksétu mezglu
punktu z=0,z=/ gadijuma:

1 1 " o~
R =" j (I -2)G(z)dz =1 j VyG(y)dy = I[AOG(O) + 4G +({1/20G, (»)C, ]

L =0°GI%y*, y=1-z/1,4,, 4,C, ir nenoteiktie koeficienti, kurus
nosaka, integr§jot pakapju funkcijas G(y)=1;y. leglistam 2 linearu algebrisku
vienadojumu sist€ému

kur O<)~/<1, G

>

1/2=A+ A4
{1/3 =4
no kurienes 4, =1/6, A4 =1/3.
Integr&jot G(y) = y°, ieglist 1/4= 4, +C,, nokurienes C, =~1/12.
levérojot, ka G, =1 ?‘(azG/(?z2 ), ieglistam

R =(/3)G, +(/6)G, ++(m),
kur r(n)=—(?1240°G(n)/3, ne(©,]), G =G(0), G,=G(). (1)
Analogi

! i
R, =1" [zG(z)dz = [yG(y)dy(y =2/1)
0 [4]

un R, =(/6)G, +{/3)G, +r(n). (12)
Atmetot atlikuma loceklus r(n)=O(’), ieglistam tuvinatos algoritmus. No
vienadojumu sistémas (8), (10) var izslégt mainigos G, G, . Atdalot no G(z) funkciju

F, kuru iespGams integrét analttiski (ti, G= G-F, kur G ir atbilstoda
diferencializteiksme), iegiist
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G, =62/ )T, ~T)~ (4, I1XT, - T,,) ~ ar, [IXT,, ~T,)+ 1, (6)
G, =64/ P (T, ~T) + Qe I, ~T,,) + by 1 INT, ~T)+ L), (13)
kur I()=1" 1](41 ~62)Fdz, L) =1 lj(éz ~20)Fdsz.
Ieglistam divuoparasto diferenciélvienédc:i umu sistémas:
1) nestaciondra gadijuma
pe, T (6) =G, (),
pe, Ty (t) = G, (1), (14)
LO=10), LO)=7,0) (=dr/d)
2) staciondra gadijuma
I, () = G,(x),

" _ (15)

AT, (x)=G,(x), (T"=dT/dx*).
Vienadojumu (15) viennozimigai atrisinaSanai jiuzdod robeZnosacijumi fikséta
segmenta x €[0,L] galapunktos, pieméram, forma

AT (0)= oy (T,(0)~Tp), AT, (L) =, (T ~ Ty(L),

kur oy, un T; T,, ir siltuma apmainas koeficienti un atbilsto§as argjas vides

temperatiras.

Ja gribam precizét tuvindto atrisingjumu un iegtit to ari slana iekSpusg, tad var
konstruét vél 3-punktu Sablona diferenéu vienadojumu punkta z=7/2. Tad, apziméjot
ar I, =T(0), T,=T7(/2), T,=T(), iegist §adus diferentu vienddojumus:

112

QA/IXT, -T) - o (T, - T,) = 2/1) | [—-z) G(z)dz,

112

12
QA/IXT, -2, +T) = { j 2G(z)dz + j(l z)G(z)dsz (16)

0, (T, =Ty~ (A/IXT, ~T,) == j (z ——)G(z)dz
I /2
Izskaitlojot integrajus ar kvadratiiru formulam ka iepriek§ un atmetot atlikuma loceklus
PN i</}
96 oz’

64 1
=—7(4T2 -37T, —T3)+~(— Ta, (T, ~ Ty) + 0y (T, = T))+ 1, (),

0 <n <!, vienadojumu sist8mas (13) vietd iegiistam sisteému

G, =20, 21, + 1)+ 2@ (T ~T) - u T T+ LO, A7)

63 =_17(4T2 -1 -—3]’3)'{";("'&’1(7} =T,)+ 7o, (T, "‘Ta))'*'IB(t)’
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12 !
1= l—lz—[ (71 -182)Fdz + [(62- SI)FdzJ,
0

112

112 !
kur I =—12— J.(122—21)Fdz+ I(lOl—l2z)Fdzj!,
l LO /2
1 112 l
I =25 j(z—sz)Fdz+ I(lSz—lll)FdzJ-
] 1/2

Tagad iegustam §adas 3 parasto diferencialvienfdojumu sistémas:
1) nestacionari gadijuma

pe, 1 (1) = G (D),

pe, T, =G, (),

pe,13(0) = Gy (), (18)
L0)=T,(0), T,(0)=T,(1/2), T,(O)=T,(U);

2) stacionara gadfjuma

T, (%)= G, (®),
2T, (x)=Giy(x),

) (19)
— AT, (x) =G, (x).

3. ReZga metode( v, # 0 ,ar konvektivo locekli)

Talak apskatam parciglo diferencialvienadojumu (3) ar konvektivo locekli ( v, #0), v,-
vielas parneses atrums, v,=const.
Lai sastaditu diferen¢u vienadojumus, parrakstam vienadojumu (3) passaistitd forma
&e(2)ABT 1 62)/ 6z = G(z) (20)
kur e(z) =exp(-v,(z—b)/ A1), b=const.
é(z) =e(2)G(z).
Talak, sastidot 2 parasto diferencialvienadojumu sistému analogi ieprieksejam,
iegistam visparinatu plismas funkciju
W(z) = Ae(2)0T | oz
un vienddojuma (8) vieta iegiistam [1]
(A/Dg(BYT, ~T) (L, ~T,) = R, @D

kur
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g(B) = Blexp(B)-1)",
vl
ﬁ - ﬂ, b b 0;

, exp(ﬁ(l - —ji)) -1

R = j(l—l"lg(ﬁ)fexp(ﬁg/l)dg]é(z)dz:I exp(f) -1

G(2)dz.

Analogi vienadojuma (10) vieta ieglistam
,(I,, ~T,) = (A/Dg(-A)T, ~T)) = R,, (22)

/

kur b=, R, = J‘(l—z-‘g(—ﬁ) jeXp(ﬁ(;_l)/Z)ngé(z)dz= | ! :’g{;ﬁ; /) D62y

Robezgadijuma, kad f — 0 iegiistam integralus R,, R, vienadojumos (8), (10).
Ieverojot, ka G(z) = é(z) - F(t,z), é(z) = pc,0T /0t un pielietojot kvadratiiru
formulas ar attiecigajiem svariem, ieglistam

exp(ﬁ(l——j—))—l
F(t,z)dz
exp(f) -1 (23)

R, =1g,BG, +1G, ()G, +1, (- 22 Dy,
)

8*G(n)

dz? . ’

8*G(n)
oz’

g,(A)=p(1-2(B) &) = %

R =1g,(B)G, +12,(B)G, +r(m) - |

r,=0.5 g,(8)

¥y 20.513 g4(—ﬂ) ’ 776(0:[)3

kur 2,(B) = F2(- A+ B12)g(B)) g2<0)=-;-,

g, (B) = - (-1~ B/2)g(D) 2, (0) =-§,

g.(B) =2~ F-2- B2 16)g(B)) g4<0>=—-113,

£.(B)=g.(B)—2g,(B),
g,(B)=g,(B)-g,(B)

Maziem argumentiem J izskaitlojot §Ts funkcijas, ir jalieto §adi izvirzijumi Teilora
rinda:
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YL D PR G
gB)=1-2f+f -+ 0[5}

0 N NS ST 5
s =5 PP +o(p°)

N YR TR ‘
&P =P 0P an? +0(8")

11 1 . 1 .
S B —— 10
372" 70" e’ (6°)

1.1 3
2.(B)= 12+60/3+0(/5’)

Funkcijas g,g,,8,,g; ir monotoni dilstogas pozitivas un tiecas uz 0, ja f —oc , bez
tam g(~o«)=+o, gi(-x)=1,g,(~x)=1/2, g,(~)=1/2. Funkcija g, ir
monotoni augosa, negativa, g,(-o«)=-1/6, g,(<)=0. RobeZgadijuma, kad # — 0,
no (23) seko formulas (11), (12). Atmetot atlikuma loceklus r(7)=0O(>) no

vienadojumu sistémas (21), (22) var izslégt mainigos 51 , 52 forma (13):

C71 =_i‘['"a1g3(",3)(T1 =T )~ a,8,(BUT,, —T,) +(A1IXT, "'Tl)gl(ﬂ)]+

g:(f) =

e ALO-8 AL

G, = [t g. AT, ~ T+ gy (AT ~T3) - (U E =Ty ()
e (ALO -2, -HLO) (24)
A=1(g,-B)gs(B)— 22 B)g(B)=1[(8) 05 -8, (/)] = Z{IIE L Lo O(,Bs)il

GXP(/?(I—E)]%
_ l _ floexp(- /D)
L) = Oj - F(t,2)dz, I,(f)= Oj e g) F(t,z)dz

Lidz ar to ieglistam divu parasto diferencidlvienadojumu sistému forma (14), (15). Ja
v, = 8 =0, tad iegiist sakaribas (13).
4. Viduv&sanas metode. (v, = 0)

Ar viduv&$anas metodi [3], ievedot viduvjo temperatiru T = IIT(z)dz un integréjot
vienéciojumu (3) (v, = 0) robezas no 0 Iidz ] ar robeinosac’fjlnnierﬁl (4), (5) iegiist
/ _
(o IXTs = 1)~ (o 1T, ~T,0) =[G
0
(25) Viduvasanas vienkar§aka variantd, pienemot, ka T, =7, =T , iegfist vienu parasto

diferencialvienadojumu pret vidgjo vértibu T :
1) nestacionara gadijuma

70
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pe, T(t) = (@, / IXT,, - T (@) - (& I DT (@) - Toy) + 1),
1! = dTr
1) =7 j F2)z, 10)=—",

1
TO)=T, =1 [Ty
0
2) stacionard gadijuma
—AT"(x) = G(x) + I(x),

T"(x)=d*T /dx*.
!
Seit G(u)=(a, /IXT,, ~T W) — (e, I DT @)~T,),u=t;u=1x,T(x)= % j F(x,z)dz.
0

Precizgjot viduvéSanas metodi, z-virziena var izveleties parabolisku temperatiiras
sadalfjumu [3]
T(z)=T +5((z/1)* =0.5)+y((z/1)* -1/3) (26)
kur 8,y ir nezinamas mainigd x vai ¢ funkcijas.
No robezZnosacijumiem (4), (5) seko, ka

(A1) = oy (T; - T,)

AN +2y) =, (T, ~T),

kur T=T-6/2-y/3,T,=T+5/2+2/3)y.
Taka y=3(T +T,-2T), 5 = 6T -4T, - 2T,,
tad ieglistam 2 algebriskus vienddojumus funkciju 7; un 7, noteikSanai:
(AIDET -4, ~2T) =G, -T,) o
(A/I(-6T +2T; +4T;) =, (T,, = T3). :
No (27) atrod:
1| =, 1272 6105 20,17,
T, = [T( el 1( @)~ —ZZ——Z—J
1 12/12 6l _20AT,
T T( 1) 2 2( el *
A l
121 4/1
A= 12 (oc1 +o,)+ .

Ievietojot §is vértibas v1enad03uma (25), iegiistam parasto diferencidlvienadojumu
vidgjas temperatiiras T noteikSanai
1) nestaciondra gadfjuma
pe, T =G )+ 10),
2) stacionara gadijuma
—AT"() =G (x) + I(x),
kur G = (o /KTy = T) = (o0 /(T =)
No (26) seko, ka, piemé&ram,
T(z=1/2)=T-1/12=1.5T -0.25(7, - T,)

5. Viduvésanas metode (v, # 0).
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Viduvesanas metodi var pielietot arf vienddojumam (3) ar konvektivo locekli, parrakstot
to forma (20), kur b =1/2. Tad p&c (20) integrésanas iegist

I
XD~ 2@ /1Ny ~Ty) = exp(B1 2Xen /)T, ~T) =1 fexp(=(z ~ 1)/ G (a)es
0

P&c integrala vidgjas vértibas teorémas seko, ka

1 ! !
7 Jexp(-(z - ) D6@E =G fexp(-fta -2/ 1y = Gen) Zsh(B12), ne (D)

Pienemot, ka G(77) =G , iegiistam analogu diferencialvienadojumu (25), kur 7; un 7,
var aprékinat no (26), (27), t.i.,

G =g(B)e,/ IXT,, - T) — g(~P)ey / INT ~T,y) .
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AJITOPUTM HOCTPOEHMA KIACCUPUKATIMOHHDBIX
IIPABILX

JIMUTPVI KATIVIITHVIKOB

MeToasl WHIYIMPOBAHWA KOHIIENIMI omucaHME Ha OCHOBe oOydJaromeil
BBIOOPKY JOKA3aIM CBOIO IIPHMEHUMOCTh ITPY PEINEHMH NPOGIeMb] U3BICUEHU 3HAHMIA
B 3a/1a4aX KOHCTPYHPOBaHMSA IKCTIEPTHRIX cucTeM. CeMeHCTBO CHUCTEM, OCHOBAHHbIX Ha
ID3 [Quinlan, 1979], pemaet npo6iaeMy u3BIeHeHNs 3HAHMI 0COOEHHO YCIIEIMHO. JTOT
6a30BBIA AITOPHTM IO3BOJIAET HAXOMUTH TAKHE ONHCAHUA, KOTOPBIE INPEBOCKOIHO
XapaKTepu3yoT obyuaronyyio BHIOOPKY. TeM He MeHee B NPUIOKCHHM K PealbHHIM
3amadaM TpeOyeTcs TaKoM IOIXOH, IPH KOTOPOM MOMKHO ONEPHPOBATH C TOYHHIMU
JAHHBIMH, & TAKKE ¢ HeIETKUMY JaHHEIMH.

B pa6ote MOauQUIUPYIOTCS M COBMEIIAIOTCS IipuHMIs ajropurma ID3 u anropurma
«Kopay [borrapz, 1967].

Amropurm «Kopay» pemnaer 3amady dopMmupoBaHHMs 060OINEHHBIX TOHATHIH.
PemeHyie 3324y OCHOBLIBASTCA HA JABYX IpOIenypax - o0ydeHue U 3K3aMeH, KOTOpEIS
IIOBTOPSIOTCA B Tpollecce OOyUeHHs HECKONBKO pas. B mpouexype oOywemud
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